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问题描述
01 背包问题

• 有 N 件物品和一个容量为 V 的背包。

• 放入第 i 件物品的重量是 Ci（即占用背包的空间容量），得
到的价值是 Wi。

• 求解将哪些物品装入背包可使价值总和最大。
• 特点：每种物品仅有一件，可以选择放或不放。
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基本思路
01 背包问题

假设有 4 件物品（C = [2, 3, 5, 5],W = [2, 4, 3, 7]）和一个背包容
量为 10 的背包。

定义 f (i , j) 表示前 i 件物品，放入容量为 j 的背包可以获得的最
大价值。

状态转移方程：f (i , j) = max(f (i − 1, j), f (i − 1, j − Ci) + Wi)。

C W i
j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0
2 2 1
3 4 2
5 3 3
5 7 4

信息竞赛组 广州大学附属中学

背包问题 3 / 20



基本思路
01 背包问题

假设有 4 件物品（C = [2, 3, 5, 5],W = [2, 4, 3, 7]）和一个背包容
量为 10 的背包。

定义 f (i , j) 表示前 i 件物品，放入容量为 j 的背包可以获得的最
大价值。

状态转移方程：f (i , j) = max(f (i − 1, j), f (i − 1, j − Ci) + Wi)。

C W i
j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0
2 2 1
3 4 2
5 3 3
5 7 4

信息竞赛组 广州大学附属中学

背包问题 3 / 20



基本思路
01 背包问题

假设有 4 件物品（C = [2, 3, 5, 5],W = [2, 4, 3, 7]）和一个背包容
量为 10 的背包。

定义 f (i , j) 表示前 i 件物品，放入容量为 j 的背包可以获得的最
大价值。

状态转移方程：f (i , j) = max(f (i − 1, j), f (i − 1, j − Ci) + Wi)。

C W i
j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0
2 2 1
3 4 2
5 3 3
5 7 4

信息竞赛组 广州大学附属中学

背包问题 3 / 20



基本思路
01 背包问题

假设有 4 件物品（C = [2, 3, 5, 5],W = [2, 4, 3, 7]）和一个背包容
量为 10 的背包。

定义 f (i , j) 表示前 i 件物品，放入容量为 j 的背包可以获得的最
大价值。

状态转移方程：f (i , j) = max(f (i − 1, j), f (i − 1, j − Ci) + Wi)。

C W i
j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0
2 2 1
3 4 2
5 3 3
5 7 4

信息竞赛组 广州大学附属中学

背包问题 3 / 20



基本思路
01 背包问题

假设有 4 件物品（C = [2, 3, 5, 5],W = [2, 4, 3, 7]）和一个背包容
量为 10 的背包。

定义 f (i , j) 表示前 i 件物品，放入容量为 j 的背包可以获得的最
大价值。

状态转移方程：f (i , j) = max(f (i − 1, j), f (i − 1, j − Ci) + Wi)。

C W i
j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 1 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 4 2 0 0 2 4 4 6 6 6 6 6 6
5 3 3 0 0 2 4 4 6 6 6 7 7 9
5 7 4 0 0 2 4 4 7 7 9 11 11 13

信息竞赛组 广州大学附属中学

背包问题 4 / 20



代码实现
01 背包问题

� �
1 for (int i = 1; i <= N; i++) {
2 for (int j = 0; j <= V; j++) {
3 if (j < C[i]) {
4 f[i][j] = f[i - 1][j]; // 只能不选
5 } else {
6 f[i][j] = max(f[i - 1][j], f[i - 1][j - C[i]] + W[i]); // 不选和选
7 }
8 }
9 }� �
时间复杂度为 O(NV )。
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空间优化
01 背包问题

C W i
j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 1 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 4 2 0 0 2 4 4 6 6 6 6 6 6
5 3 3 0 0 2 4 4 6 6 6 7 7 9
5 7 4 0 0 2 4 4 7 7 9 11 11 13

第 i 行的值与哪些值有关？

根据状态转移方程，发现第 i 行的值只与第 i − 1 行的值有关，
即转移过程中只用到两行的值。
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滚动数组优化
01 背包问题

• 滚动数组是一种能够在动态规划中降低空间复杂度的方法。

• 通过观察状态转移方程来判断需要使用哪些数据，可以抛弃
哪些数据，一旦找到关系，就可以用新的数据不断覆盖旧的
数据来减少空间的使用。
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滚动数组优化
01 背包问题

在 01 背包中，状态转移过程中只需要用到两行的值，所以定义
一个只有 2 行的二维数组 f [2][V ] 即可。

C W f [t] i
j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 f [0] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 f [1] 1 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 4 f [0] 2 0 0 2 4 4 6 6 6 6 6 6
5 3 f [1] 3 0 0 2 4 4 6 6 6 7 7 9
5 7 f [0] 4 0 0 2 4 4 7 7 9 11 11 13� �

1 int t = 0;
2 for (int i = 1; i <= N; i++) {
3 for (int j = 0; j <= V; j++) {
4 if (j < C[i]) f[t ^ 1][j] = f[t][j]; // 只能不选
5 else f[t ^ 1][j] = max(f[t][j], f[t][j - C[i]] + W[i]); // 不选和选
6 }
7 t ^= 1; // t在 01之间切换
8 }� �
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进一步空间优化
01 背包问题

• 定义 f [j ] 表示背包容量为 j 时可以获得的最大价值。

• 观察下面的表格，空间能否优化成一维的？

C W i
j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 1 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 4 2 0 0 2 4 4 6 6 6 6 6 6
5 3 3 0 0 2 4 4 6 6 6 7 7 9
5 7 4 0 0 2 4 4 7 7 9 11 11 13

• 发现如果倒着枚举背包容量，当枚举到 j 时，f [j ] 和
f [j − Ci ] 都是上一行的数据。� �

1 for (int i = 1; i <= N; i++) {
2 for (int j = V; j >= C[i]; j--) { // 必须倒着枚举背包容量
3 f[j] = max(f[j], f[j - C[i]] + W[i]); // 不选和选
4 }
5 }� �
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问题描述
完全背包问题

• 有 N 种物品和一个容量为 V 的背包，每种物品都有无限件
可用。

• 放入第 i 种物品的重量是 Ci，价值是 Wi。
• 求解：将哪些物品装入背包，可使这些物品占用的空间总和
不超过背包容量，且价值总和最大。

• 特点：每种物品有无限件。
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基本思路
完全背包问题

• 完全背包模型与 01 背包类似，与 01 背包的区别仅在于一
个物品可以选取无限次，而非仅能选取一次。

• 我们可以借鉴 01 背包的思路，进行状态定义：设 f [i ][j ] 为
只能选前 i 个物品时，容量为 j 的背包可以达到的最大价值。

• 可以考虑一个朴素的做法：对于第 i 件物品，枚举其选了多
少个来转移。这样做的时间复杂度是 O(n3) 的。

• 状态转移方程：
f (i , j) = +∞max

k=0
{f (i − 1, j − k × Ci) + Wi}(j − k × Ci ≥ 0)

信息竞赛组 广州大学附属中学
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• 我们可以借鉴 01 背包的思路，进行状态定义：设 f [i ][j ] 为
只能选前 i 个物品时，容量为 j 的背包可以达到的最大价值。

• 可以考虑一个朴素的做法：对于第 i 件物品，枚举其选了多
少个来转移。这样做的时间复杂度是 O(n3) 的。

• 状态转移方程：
f (i , j) = +∞max

k=0
{f (i − 1, j − k × Ci) + Wi}(j − k × Ci ≥ 0)
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基本思路
完全背包问题

• 考虑做一个简单的优化。可以发现，对于 f (i , j)，只要通过
f (i , j − Ci) 转移就可以了。

• 状态转移方程：f (i , j) = max(f (i − 1, j), f (i , j − Ci) + Wi)

• 理由是当我们这样转移时，f (i , j − Ci) 已经由
f (i , j − 2× Ci) 更新过，那么 f (i , j − wi) 就是充分考虑了第
i 件物品所选次数后得到的最优结果。
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代码实现
完全背包问题

� �
1 for (int i = 1; i <= N; i++) {
2 for (int j = 0; j <= V; j++) {
3 if (j < C[i]) {
4 f[i][j] = f[i - 1][j]; // 只能不选
5 } else {
6 f[i][j] = max(f[i][j], f[i][j - C[i]] + W[i]); // 不选和再选一次
7 }
8 }
9 }� �

是否可以优化空间？
空间优化：f[j] 表示背包容量为 j 时可以获得的最大价值。� �

1 for (int i = 1; i <= N; i++) {
2 for (int j = C[i]; j <= V; j++) { // 必须正着枚举背包容量
3 f[j] = max(f[j], f[j - C[i]] + W[i]); // 不选和再选一次
4 }
5 }� �

信息竞赛组 广州大学附属中学

背包问题 13 / 20



代码实现
完全背包问题

� �
1 for (int i = 1; i <= N; i++) {
2 for (int j = 0; j <= V; j++) {
3 if (j < C[i]) {
4 f[i][j] = f[i - 1][j]; // 只能不选
5 } else {
6 f[i][j] = max(f[i][j], f[i][j - C[i]] + W[i]); // 不选和再选一次
7 }
8 }
9 }� �
是否可以优化空间？

空间优化：f[j] 表示背包容量为 j 时可以获得的最大价值。� �
1 for (int i = 1; i <= N; i++) {
2 for (int j = C[i]; j <= V; j++) { // 必须正着枚举背包容量
3 f[j] = max(f[j], f[j - C[i]] + W[i]); // 不选和再选一次
4 }
5 }� �

信息竞赛组 广州大学附属中学

背包问题 13 / 20



代码实现
完全背包问题

� �
1 for (int i = 1; i <= N; i++) {
2 for (int j = 0; j <= V; j++) {
3 if (j < C[i]) {
4 f[i][j] = f[i - 1][j]; // 只能不选
5 } else {
6 f[i][j] = max(f[i][j], f[i][j - C[i]] + W[i]); // 不选和再选一次
7 }
8 }
9 }� �
是否可以优化空间？
空间优化：f[j] 表示背包容量为 j 时可以获得的最大价值。

� �
1 for (int i = 1; i <= N; i++) {
2 for (int j = C[i]; j <= V; j++) { // 必须正着枚举背包容量
3 f[j] = max(f[j], f[j - C[i]] + W[i]); // 不选和再选一次
4 }
5 }� �

信息竞赛组 广州大学附属中学

背包问题 13 / 20



代码实现
完全背包问题

� �
1 for (int i = 1; i <= N; i++) {
2 for (int j = 0; j <= V; j++) {
3 if (j < C[i]) {
4 f[i][j] = f[i - 1][j]; // 只能不选
5 } else {
6 f[i][j] = max(f[i][j], f[i][j - C[i]] + W[i]); // 不选和再选一次
7 }
8 }
9 }� �
是否可以优化空间？
空间优化：f[j] 表示背包容量为 j 时可以获得的最大价值。� �

1 for (int i = 1; i <= N; i++) {
2 for (int j = C[i]; j <= V; j++) { // 必须正着枚举背包容量
3 f[j] = max(f[j], f[j - C[i]] + W[i]); // 不选和再选一次
4 }
5 }� �

信息竞赛组 广州大学附属中学

背包问题 13 / 20



目录

1 01 背包
问题描述
基本思路
代码实现
空间优化
滚动数组
进一步空间优化

2 完全背包
问题描述

基本思路
代码实现

3 多重背包
问题描述
基本思路
转 01 背包问题
转完全背包问题

二进制分组优化
代码实现

信息竞赛组 广州大学附属中学

背包问题 13 / 20



问题描述
多重背包问题

• 有 N 种物品和一个容量为 V 的背包。

• 第 i 种物品最多有 Ki 件可用，每件物品的重量是 Ci，价值
是 Wi。

• 求解将哪些物品装入背包可使这些物品的占用的空间总和不
超过背包容量，且价值总和最大。

• 特点：每种物品数量有限。
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转 01 背包问题
多重背包问题

• 一个很朴素的想法就是：把「每种物品选 Ki 次」等价转换
为「有 Ki 个相同的物品，每个物品选一次」。

• 这样就转换成了一个 01 背包模型。� �
1 for (int i = 1; i <= N; i++) {
2 for (int j = V; j >= C[i]; j--) {
3 for (int k = 0; k <= K[i]; k++) { // 选 k个
4 if (j - k * C[i] >= 0) {
5 f[j] = max(f[j], f[j - k * C[i]] + k * W[i]);
6 }
7 }
8 }
9 }� �
• 时间复杂度为 O(V

n∑
i=1

Ki)。
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转完全背包问题
多重背包问题

• 如果 Ki × Ci ≥ V，那么第 i 个物品相当于有无限个，可以
直接使用完全背包的转移方式。

� �
1 for (int i = 1; i <= N; i++) {
2 if (K[i] * C[i] >= V) { // 转完全背包
3 for (int j = C[i]; j <= V; j++) {
4 f[j] = max(f[j], f[j - C[i]] + W[i]);
5 }
6 }
7 }� �
• 如果满足 Ki × Ci ≥ V 的物品个数比较多，时间复杂度就接
近完全背包的时间复杂度。
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优化拆分
多重背包问题

• 考虑优化。我们仍考虑把多重背包转化成 01 背包模型来求
解。

• 显然，复杂度中的 O(NV ) 部分无法再优化，我们只能从
O(

∑
Ki) 处入手。

• 我们用 Ai ,j 代表第 i 种物品拆分出的第 j 个物品。
• 在朴素的做法中，∀j ≤ Ki ,Ai ,j 均表示相同物品。那么我们
效率低的原因主要在于我们进行了大量重复性的工作。

• 举例来说，我们考虑了「同时选 Ai ,1,Ai ,2」与「同时选
Ai ,2,Ai ,3」这两个完全等效的情况。

• 这样的重复性工作我们进行了许多次。那么优化拆分方式就
成为了解决问题的突破口。
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二进制分组优化
多重背包问题

我们可以通过「二进制分组」的方式使拆分方式更加优美。

具体来说：

1 令 Ai ,j (j ∈ [0, ⌊log2(Ki + 1)⌋ − 1]) 分别表示由 2j 个单个物
品「捆绑」而成的大物品。

2 特殊地，若 Ki + 1 不是 2 的整数次幂，则需要在最后添加
一个由 Ki − 2⌊log2(Ki+1)⌋−1 个单个物品「捆绑」而成的大物
品用于补足。

举几个例子：

• 6 = 1 + 2 + 3

• 8 = 1 + 2 + 4 + 1

• 18 = 1 + 2 + 4 + 8 + 3

• 31 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16
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二进制分组优化
多重背包问题

• 显然，通过上述拆分方式，可以表示任意 ≤ Ki 个物品的等
效选择方式。

• 将每种物品按照上述方式拆分后，使用 01 背包的方法解决
即可。

• 时间复杂度 O(V
n∑

i=1
log2 Ki)。
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代码实现
多重背包问题

二进制分组优化转 01 背包：

� �
1 int tot = 0;
2 int c[M], w[M]; // 拆分后的物 品， 假设 M足够大
3 for (int i = 1; i <= N; i++) {
4 for (int j = 1; j <= K[i]; j *= 2) { // 二进制拆分的部分
5 c[++ tot] = j * C[i];
6 w[tot] = j * W[i];
7 K[i] -= j;
8 }
9 if (K[i]) { // 剩余的部分

10 c[++ tot] = j * C[i];
11 w[tot] = j * W[i];
12 }
13 }� �
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